1. Typen
Die Menge der (einsortigen) Typen T enthdlt als Elemente die (nicht ganz beliebigen, aber

festen) Objekte # und e sowie alle Paare (a,b) von Elementen a und b, aber sonst nichts:
. t<T;

. ecT;

. wenn a€T und bET, dann ist (a,h)ET.

Anm.: Die Notation geht auf Montagues Universal Grammar (1970) zuriick. ‘¢’ ist eine
Abkiirzung fiir ‘truth value’, ‘e’ steht fiir ‘entitity’.

Notation: ‘(a,b)’ wird auch einfach als ‘(ab)’ notiert; dulere Klammern werden i.d.R.
weggelassen; (ef)((ef)r) ist also dasselbe wie ((e,f),((e,f),f)). In der semantischen Literatur findet
man auch spitze statt runden Klammern flir Typen, also <<e,f>,<<e,f>,>>.

Sei D eine beliebige, nicht-leere Menge. Fiir jeden Typ a€T bestimmt sich die Menge D, der
Objekte des Typs a (relativ zur Basis D) durch die folgende Rekursion:

¢ D t= {091 };

. D,=D,

. wenn aET und hET, dann ist D,; die Menge der Funktionen von D, nach Dy, d.h. mit
Definitionsbereich D, und Werten in Dy,. Notation: D, = DpPa.

2. Typenlogische Formeln
Fiir jeden Typ a€T gibt es einen (abzdhlbar) unendlich grolen Vorrat Var, an Variablen des

Typs a; die Menge aller Variablen ist: Var = LEJTVara.

Variablen werden notiert durch irgendwelche Buchstaben mit Exponenten, die dann fiir den jeweiligen Typ
stehen: ‘x®’, ‘y¢’, ‘P’ etc. Wir gehen davon aus, dass der Typ einer Variablen eindeutig ist (d.h. die Bereiche
Var, und Var, iberlappen sich nicht, wenn a # b) und ebenso der Typ einer Konstanten. Und natiirlich ist keine

Variable zugleich eine Konstante.

Eine typenlogische Sprache ist eine Familie L = (Cony, ;),cr von Mengen, so dass Con, keine
Variablen, Hilfssymbole etc. enthilt; der Fall Cony, , = O (fiir einige, alle, fast alle oder

unendlich viele a€T) ist ausdriicklich zugelassen. Wir setzen: Con; = LEJTCOHLﬂ.

Komplexe Formeln einer typenlogischen Sprache werden schrittweise aus einfachen Formeln
gebildet. Nicht nur die Variablen und Konstanten, sondern jede Formel der Typenlogik hat
einen (eindeutigen) Typ, der den Typ des Objekts angibt, fiir den sie steht. Die Menge der
typenlogischen Formeln eines Typs aET wird als ‘Fmly ,” bezeichnet. Es gilt dabei fiir jeden

Typ a€<T:

. Var, © Fmlp 4;

. Cony , < Fmly 4;

. wenn oEFmly 45 und BEFmIy 4, dann ist a(P)EFmIL p; APPlikation
. wenn x&Vary , und aEFmly, p,, dann ist (Ax. 0 )EFml 4p. ABStraktion
. wenn aEFml; , und BEFmIy ,, dann ist (a0 = B)EFmly ;. IDentitdit

Die Regeln sind so zu verstehen, dass sie fiir beliebige (auch schon aus diesen Regeln konstruierte) Formeln o
und f und beliebige Typen a, gelten.



Die Formeln einer typenlogischen Sprache L bilden die Menge Fml; = LEJTF ml;,.

Fiir jedes a&Fml;, bestimmt sich die Menge in a (fre1) vorkommenden Variablen Fr(a) und
Konstanten Cn(a) durch folgende Induktion (iiber den Formelaufbau):

Formel Fr(a) = Cn(a)

x EVar {x} %)

c€Cony, %) {c}

a(p) Fr(o) U Fr(B) Cn(a) U Cn(p)
(Ax. o) Fr(a)\ {x} Cn(a)

(o = PB) Fr(a) U Fr(p) Cn(a) U Cn(B)

Die Parameter einer Formel a&Fml; sind definiert als: Par(a) = Fr(a) U Cn(o).
Eine Formel a&Fml; ist geschlossen, falls Fr(o) = @; sonst ist o offen.
Fr(a), Cn(a) und Par(a) konnen leer sein; wenn Cn(a) = @, gilt fiir jede Sprache L: aEFml;.

Definition

Sei L eine Sprache, a&Fml;, x&Var,und BEFml , (fir irgendein aET).

(a) Das Ergebnis der Ersetzung aller freien Vorkommen von x in o durch f§ wird wie folgt
bestimmt:

Formel o]

X p

yEVar [wobeiy #x] |y

c €Cony c

Y(9) MACIEA)
(Ax.y) (Ax.y)

(. v) [wobeiy #x] | (\yy[¥])

(v =9) (v[¥p] = 3[¥])

(b) x ist frei fiir [Einsetzungen von] P in o gdw. fiir kein zEF () gilt: ein freies Vorkommen
von x in o steht im Skopus von ‘Az’.

(b) setzt eine Vorkommens-Definition voraus, 14sst sich aber durch eine Induktion iiber den Formelaufbau
ersetzen. (HAUSAUFGABE!)

3. Denotate
Ein Modell einer typenlogischen Sprache L (= (Cony, ,).e7) 1t ein Paar M = (D,F), wobei D

eine nicht-leere Menge ist und F: Con, — UbD, ,so dass fiir alle aET und cECon,, gilt:
Flo) € D,.

Sei M = (D,F) ein Modell einer typenlogischen Sprache L (= (Cony, ,).c7). Eine M-Belegung

ist eine Funktion g: Var — U D,, so dass fiir alle €T und xEVar, gilt:
g(c) € D,.



Jeder typenlogischen Formel a&Fml, wird relativ zu einem Modell M und einer M-Belegung
g ein Denotat [[a]] e zugewiesen, und zwar so:

o [x] e = g(x), falls x&Var, (fiir irgendein a€T);

. [[c]]Mg = F(c), falls cECon,, (fiir irgendein a€T);

o« Ta®1™ =Tl ™ap1™: APP
o o] = {@ [ 1 ueD,} . falls xEVar, (fiir irgendein a€T); ABS
o fa=p]" =[] =1p1" . D

In der Klausel ABS ist dabei (wie in der Pradikatenlogik) die modifizierte Belegung g[*/,] definiert durch:

g(y), falls y # x
ghl(y) =
u sonst

Die in ID verwendete ("Nupsi"-) Notation ‘|- ... —|” gibt den Wahrheitswert der Aussage ‘..." an:

| | {l,falls...

0 sonst
Definition
Sei L eine Sprache, aE€T.
(1) a€Fmly , und BEFmI;, , logisch dquivalent, falls fiir alle Modelle M von L und alle M-
Belegungen g gilt:

[ol™ =TT
Notation: o = B,
= ist eine Aquivalenzrelation iiber Fmly .
(il) 9EFmly 4 st giiltig gdw. fiir jedes L-Modell M und jede M-Belegungen g gilt: [[cp]]M'g =1.
Notation: |= ¢
Es gilt: a=f gdw. |= (a = p).
(111) 9EFmly ¢ folgt aus ZCFmlp , gdw. fiir jedes L-Modell M gilt:
wenn |I1p]]M’g =1 fiir alle YEZ und M-Belegungen g,

dann ist auch [[cp]]M’g =1 fiir alle M-Belegungen g.
Notation: X |= ¢
Es gilt: |= ¢ gdw. O |= .
(iv) 9€EFmly , folgt aus yEFmly ; gdw. {x} |= .
Notation: x |= ¢
Es gilt (fiir ¢ und % vom Typ #): ¢ =% gdw. @ |= % und ¥ |= .

4. Grundlegende Eigenschaften von Denotaten

Koinzidenzlemma

Es seien M| = (D, F) und M, = (D, F,) Modelle einer typenlogischen Sprache L (=
(Cony,q4)aer), g1 und g5 seien M;-Belegungen (bzw. M;-Belegungen, was dasselbe ist). Dann
gilt fiir alle a€ET und aEFmli;:

Wenn: [B]""*" = [p]"*** fiir alle BEPar(cr), dann: [[] ™" = ] "**.

M h

=: Fiir geschlossenen Formeln a gilt stets: [[a]]M’g =[a] ", d.h. das Denotat einer geschlossenen Formel

héngt nie von der Belegung ab. Fiir parameterfreie Formeln a gilt stets: [[oc]]M‘g = [[oc]]M"h, wenn M = (D,F) und
M = (D, F"); d.h. das Denotat einer parameterfreien Formel hangt nur vom Individuenbereich ab.



[Globales] Kompositionalitdiitslemma
Sei L eine Sprache, aEFml, x&Var, und B,yeFml;, , (fiir irgendein a€T). Dann gilt:
wenn 3 =y, dann ist a[%] = o[%].

[Lokales] Substitutionslemma
Sei M = (D, F) ein Modell einer Sprache L, g eine M-Belegung, aEFml, x&Var, und
BEFmI; , (fiir irgendein a€T). Dann gilt:

wenn x frei ist fiir § in o, dann ist: [[(x[%g,]]]M’g = [[oc]]M’g[/“ﬁ]]M#].

Gesetze der Lambda-Konversion
Sei L eine Sprache, a&Fmly, x,y,zEVar, und BEFmIy , (fiir irgendein a<T).

(o) (Ax. alzx]) = (Ay. al#]), falls x und y frei fiir z in o sind.
B) (Ax. a)(PB) = a[¥], falls x frei ist fiir § in a.
m  (x. ax) = o, falls xEFr(o).

5. Schonfinkelei und Logische Konstanten
Jeder Menge XCTD entspricht ihre charakteristische Funktion (iiber D):
TpX = (Xx{1}) U (D\X)x{0}).
Wenn a€T, ist D,die Menge der charakteristischen Funktionen iiber D, D,~ # (D,),
insbesondere wegen der ("natiirlichen") Bijektion:

f1={uED, | f(u)=1}.
NB: M) = (weD, 1 [o] " =

1}

Wenn a, bET, ist Dygpy ~ § (DgxDyp) ~ $ (DpxD,), insbesondere wegen der
("Schonfinkelschen") Bijektionen:

V7= {(xy) € DaxDy| r(x)(y) = 1};

rl = {(yx) € DpxDg| r(x)(y) = 1}.

r| wird in der Semantik bei transitiven Verben eingesetzt, | » kommt bei Determinatoren zum Tragen; der
Unterschiede in der Kodierung ergibt sich aus der syntaktischen Klammerung.

Die folgenden parameterfreien Formeln — die sog. Logischen Konstanten (die keine Konstanten
der Typenlogik sind) — entsprechen den grundlegenden Ausdrucksmitteln der Aussagen- und
Priadikatenlogik; da sie keine Konstanten enthalten, stehen sie in jeder typenlogischen Sprache
L als Elemente von Fml; zur Verfiigung:

Formel Typ Name Abkiirzung

(\p. p) = (\p. p)) t Verum T

(\p. p) = (\p. T)) t Falsum 1

A.(p=1)) () Negation -

(MP. (P = (A\x. (x = X)) ((ad)f) Allquantor v

(Ap. (Ag. (MR- R(p)(9)) = (MR- R(T)(T))))) 1) Konjunktion A
Erliuterungen

* In den obigen Formeln sind p und ¢ Variablen des Typs ¢, und R ist eine Variable des Typs
t(tt). P und x sind dagegen Variablen der Typen (af) und a — fiir jeweils beliebige aET. Die



genaue Identitdt der Variablen spielt keine Rolle, da die Denotate der Formeln unabhéngig
von ihrer Wahl sind (Koinzidenzlemma).

Es gilt: |=T.

Im Sinne der Schonfinkelei setzt das Falsum die Mengen {1} und {0,1} gleich und denotiert
daher stets die 0.

Die (modell- und belegungsunabhéngige) Denotation der Negation kehrt die Wahrheitswerte
um.

Im Lichte des obigen Zusammenhangs zwischen Mengenabstraktion und A-Operator
denotiert der Allquantor in jedem Modell M = (D,F) die (charakteristische Funktion der)
Einermenge (der charakteristische Funktion) von D,,.

Die Idee hinter der Definition der Konjunktion ist eine Version des Leibniz-Prinzips, wonach
ein Paar von Wahrheitswerten mit dem Paar (1,1) zusammenfillt, wenn es Element derselben
Mengen von Wahrheitswertpaaren ist. Wir werden spiter Gebrauch machen von einer alter-
nativen, auf Tarski zuriickgehenden Definition der Konjunktion, die weniger transparent
(aber von den beteiligten Typen her einfacher) ist: (Ap.(Ag.((Af (fp) = q9)) = (\f AT))))), wobei
fEvar,,.

Mit den Logischen Konstanten ldsst sich die Pradikatenlogik erster (und {ibrigens auch
hoherer) Stufe als Teil der Typenlogik auffassen. Dazu identifiziert man prédikatenlogische
Primformeln R(t,,...,t,) mit typenlogischen Formeln der Gestalt R(z,)...(¢1), wobei ¢1,...,t,
Variablen oder Konstanten vom Typ e sind und jedes n-stellige Pradikate Konstanten des Typs
(ef) entsprechen; dabei ist (el7) = (ef); und (e""!f) = (e(e"t)). Den Rest erledigen die folgenden
Abkiirzungen, die fiir jede typenlogische Sprache L gelten:

Die Formel ... steht fiir ... wobei ...

o — (@) OEFmL;

(@ A Y] AN@)(Y) QYEFmI

(Vx) @ V(\x. ) ©OEFmlL,, xEVar*)
[p v ] ~[-e A -y] OWEFmly ¢

[ — ] [~ vyl OWEFmip

[ < P]*x*) o AYlv[-@Ar-y]] |@YEFmI,

@x) @ —(Vx)—o OEFmly 4, xEVar*)
*) Die Notationskonvention gilt also fiir Variablen beliebiger Typen.

**)

NB: [¢ <= ] = [ =]

Fiir die obigen Ubersetzungen lassen sich dann im Rahmen der "lokalen" Semantik von
Abschnitt 3. die pradikatenlogischen Wahrheitsbedingungen herleiten. (HAUSAUFGABE!)
Insbesondere gelten in jeder typenlogischen Sprache L die folgenden, aus der Pradikatenlogik

vertrauten Aquivalenzen:

. V) QEFmly,
[@ A [ A x]] = [[oa W] A Xl O, XEFmy
@A) @A e=Ey A0 ¢ x,y EVar, gEFmI,

. @A) [eA@ENY]I=Ax) @) ory] X,y EVar, QWEFm ,, yEFr(¢)

@A) [evyl=[Ex)ev@x) p] x,y €EVar, ,9EFml,



6. Definierbarkeit und Invarianz
Fiir das folgende sei D eine beliebige, nicht leere Menge.
Jede Permutation t von D [= Bijektion von D nach D] lésst sich wie folgt zu einer Familie von
Permutationen (,),e7 von D, erweitern:

7e(x) = m(x), fiir jedes xED,;

(1) = u, fir jedes u€Dy;

Ttap(f) = {(7a(x), T(¥)) | Ax) = y)}, fur jedes fED,,
Danach gilt stets: 7 (f(x)) = 7, 5() (74 (X)), d.h. jedes m, ist ein Homomorphismus; da zndem
die i, bijektiv sind und Definitions- und Wertebereich zusammenfallen, handelt es sich um
Automorphismen.
Achtung: nicht jede Bijektion tiber D, ist ein Automorphismus!

Definition

Es seien a€T, x€D,und yED,,.

(A)  xund y sind strukturgleich [in a] gdw. es eine Permutation ;t von D gibt, so dass gilt:
7,(x) = y. Notation: x =, p y. [Die Indizes kdnnen weggelassen werden, wenn keine
Verwechselungsgefahr besteht. |

(B)  Lg= {x€D,| m,(x) = x} ist die Menge der [Automorphismus-] invarianten Objekte
[des Typs a]

[= x €L, gdw. |x|- ={x}]

Die Begriffe lassen sich auf Isomorphismen von D in beliebige gleichmichtige Mengen verallgemeinern, was
aber fiir den Invarianzbegriff keinen Unterschied macht.

Beobachtungen
* Die identische Abbildung v = {(x,x) | x€D} ist eine Permutation von D; fiir jedes aET gilt:

ta = {(x.X) [ XEDg .

*  Wenn x eine Permutation von D ist, dann auch die inverse Abbildung
w1 = {(n(x).x) | xED}.

*  Wenn mt; und mp Permutationen von D sind, dann auch die Verkniipfung

mi[ma): = {(x, 71 (m2(0)) | XED}.
* =, pist fiir jedes a eine Aquivalenzrelation.

« L,=0@gdw.D=2.
«  Wenn D =1, ist L,= D, fiir alle Typen ¢ET.

Satz 1
Sei a&Fmly, , eine parameterfreie Formel eines Typs a. Dann gilt fiir jedes Modell M = (D,F)
und jede M-Belegung g: [[oc]]M’g ist invariant in a.

Notation: [[(x]]D.
[= Die Logischen Konstanten sind invariant!]

Beweisidee
Man zeigt per Induktion iiber der Formelautbau, dass fiir jedes a&Fml;, ,, jedes Modell M =
(D,F), jede M-Belegung g und jede Permutation st gilt:

Mg Mygn
(o] ) = o]
Dabei ist M, = (D,Fy), wobei fiir alle Konstanten c¢ gilt: Fi(c) = nt(F(c)); analog ist gr(x) =
n(g(x)), wenn x eine Variable ist. Der Satz folgt dann mit dem Koinzidenzlemma.



Diese Konstruktion ist auch aus unabhangigen, sprachphilosophischen Griinden interessant: Hilary Putnam hat
(pradikatenlogische) Permutationsmodelle M, verwendet, um zu zeigen, dass sich Referenz nicht mit

Wahrheitsbedingungen erfassen ldsst ("inscrutability of reference").

Korollar
Es gibt keine paramterfreien Formeln des Typs e.

Definitionen
» FEin Objekt u€D,, ist [auf D] definierbar [in a<T), falls es eine parameterfreie

typenlogische Formel a&Fml;, , gibt, so dass [[oc]]DZ u; in diesem Fall nennt man o eine
Definition von u.
Vorsicht: Es geistern eine Reihe anderer Definierbarkeitsbegriffe durch die logische Literatur!
* Die Menge der Booleschen Typen ist die kleinste Menge B, fiir die gilt:
t<T;
wenn aET und hEB, dann ist (ab) € B.

Boolesche Typen b haben immer die Gestalt b= (b; ( ... (b, f) ...) —abgekiirzt: [b, ... b,] ; dabei sind
by,...,b, beliebige Typen und » heilit die Ldnge des Typs b.

* Die Menge der globalen Typen ist die kleinste Menge G, fiir die gilt:
1t €G;
wenn a¢EG und hEG, dann ist (ab)EG.

=> Globale Typen sind immer auch Boolesch!

Beobachtung
L,= D,, wenn a ein globaler Typ ist. (WIESO?)

Satz 2

L, # @, wenn b ein Boolescher Typ ist.

Beweis

Fiir jeden Booleschen Typ b = [by,...b,,] lassen sich zwei Definitionen T und L, in Fml,

angeben, so dass [[Tb]]D #[L,]":

. Tp=Az. ... Az T) ..0)

. Tp=(Azy. ... Az L) ..0),

wobei z1, ..., z,, wic im Beweis von Lemma (Z) sind und T und L wie in Abschnitt 5.

Lemma ("Effability")

Wenn D = {uy,...,u,} endlich ist, M=(D,F) ein Modell, g eine M-Belegungen und
g* = g[*Vu,]...[*/u,]. Dann gilt fiir alle Typen a&T und alle UED,;:

» Es gibt eine Formel wgy&Fml,,, so dass Par(uy) € {xi,...,x,} € Var, und:

® [wd" =y

*  Wenn a€B, dann gibt es eine Formel ayEFml,, so dass Par(ay) C {xi,....x,} € Var,
und:

@  [a]"™ =U

Beweisskizze vgl. web.uni-frankfurt.de/fb10/zimmermann/Brief JvB.pdf

ad (E): Man argumentiert induktiv iiber den Aufbau des Typs a. Fiir den (Induktions-) Anfang

reichen die Formeln (Ax’. x), — (wie oben definiert) bzw. (Ax¢. (x = x;)), wobei 1<i<n und

xEVar,\ {x1,....x,}. Wenn FED,,;, ist D, = {Xj,...,X,,} endlich (Mengenlehre) und nach

Induktionsvoraussetzung gibt es W 5eees W die (E) erfiillen. Ebenso gibt es nach I.V. fiir



jedes Element von Dy, = {¥1,...,Y;} entsprechende Formeln Wy seeos Uy also insbesondere
auch fiir F(X)),....F( X,,). wrwird daher gleichgesetzt mit:

(b, (V) [ iy () = won) (D] A oA Ty (0) = e y(A0))] ]
ad (Z): Seia =[b1,...b,,] ein Boolescher Typ und FED,,. Fiir jedes m-Tupel

(X1,...,Xp) € Db1 X ...X Dbm

lasst sich mit Hilfe von (E) zundchst eine Formel ¢ XX ) €&Fml; konstruieren:
[wy (z1) A oAy (Zm)]

wobei z1,..., z; Variablen der Typen by,..., b,,sind (und nicht in der Menge {x,...,x,}). Sei
nun Op= {(P(Xl,...,X ) | F(X))...(X,) = 1}. Da D, endlich ist, ist auch @ endlich und hat also

die Gestalt ®r= {@y,..., Pr}. agist dann:
Az1. oo Az [@1 V.o V@i])..).

Satz 3
Wenn D, endlich ist und U € L, dann die charakteristische Funktion von {U} definierbar.

Beweisskizze
Es seien x1,...,x, und uy wie im Effability Lemma. Dann ldsst sich U durch die folgende
(parameterfreie) Formel definieren:

X" @) - @) [A (6% x) A (XD
Beobachtungen

D D
° Let = {[[Tet]] > [[J‘et]] }
e Wenn D >2,istL,, = {1}. (Und sonst?)

«  Wenn D >2, ist L ) =4. (Wie schen die Elemente aus?)

«  Wemnby,....b, €B,dannist L,  , =9.

Satz 4
Sei a€T, Q€L eryr und DELer)((er) 1y Dann gilt fiir alle X, Y, U, VED ¢y

. Wenn X, =Y, und ¢ (D)\ X, = ¢ (D)\ Y, dann ist O(X) = O(Y).
. Wenn U \X, =V \Y,, U, NX,=V,NY,, X,\U, =Y, \V, und
PD)\(UUX)=p(D)\(V,UY,), dann ist DU)(X) = D(V)(Y).

Beweise
... findet man in der einschlégigen Literatur zur Quantorensemantik.

Korollare
*  Wenn D unendlich ist, ist die Menge der definierbaren Objekte vom Typ ((ef)r)

uberabzihlbar.

... denn fiir jede Menge M von natiirlichen Zahlen gibt es einen Quantor Q,,, der die (charakteristischen
Funktionen der) Teilmengen von D charakterisiert, deren Kardinalitét in M ist. Nach Satz 4 sind diese Oy,
invariant. Da aber fiir M # M’ stets O,,# Oy, gibt es (nach dem Satz von Cantor) iiberabzéhlbar viele von ihnen.
«  Wenn D unendlich ist, ist nicht jedes Objekt in Ly, definierbar

... denn es gibt nur abzihlbar viele parameterfreie Formeln des Typs (ef)t.



